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Chapitre 1

Algébre linéaire de base

Exercice 1.1: (Centrale) Applications linéaire et familles liées
Soit F un K —espace vectoriel de dimension n > 2. Pour a € F, on note F, ’ensemble des endomorphismes f
de FE tels que, pour tout = € E, la famille (z, f(z), a) est liée.

1.
2.
3.

Déterminer F, lorsque a = 0 puis lorsque n = 2.
Montrer que F, est un espace vectoriel pour tout a € E.

Soit H un espace vectoriel de dimension finie. Caractériser tous les endomorphismes v de H tels que pour
tout h € H la famille (h,v(h)) soit liée.

Déterminer la dimension de Fy,. On pourra chercher f(z) sous la forme f(z) = Az + 60(x)a avec 6 une forme
linéaire.

Solution Ex. 1.1

1.

2.

e Si une famille de vecteurs contient le vecteur nul, alors elle est nécessairement liée. Par suite, quel que
soit 'endomorphisme f, et quel que soit = € E, (z, f(x),0) est toujours lie. Donc Fy = L(E).

e De méme, sin = 2, la famille (z, f(x), a) contient plus de vecteurs que la dimension de ’espace ambient.
Elle est donc nécessairement liée et par conséquent F, = L(E).

On va prouver que F, est un sous-espace vectoriel de L(E). F,, C L(E) et 0 € F,,. Soit f,g € Fet A\, u € K.
Prouvons que Af + pg € F,. Soit € E. Les familles (z, f(z), a) et (z, g(z),a) sont liées.

o Si (z,a) est liée, alors assurément (z, (Af + pg)(z),a) est lice.
e Si (z,a) est libre alors f(z) € Vect(z,a) et g(z) € Vect(xz,a) donc (Af + pg)(x) € Vect(z,a) ie
(, (Af + png)(x),a) est lice.
Ainsi, quel que soit x € E, la famille (z, (Af 4+ 1g)(x), a) est lice. Par conséquent Fy, est un sev de L(F).

Soit v un tel endomorphisme. On va prouver qu’il s’agit d’'une homothétie vectorielle. Par hypothése, pour

tout h € H, la famille (h,v(h)) est liée. Ceci équivaut a Vh € H, I\, v(h) = Aph. Fixons un certain hg # 0.

Soit h € H. On va prouver que pour tout h € H, v(h) = Ay h, ce qui donnera que A est indépendant de h.

e Premier cas, supposons que (h, hg) soit libre. D’une part, v(h+ho) = Apyn, (R + o), mais d’autre part
v(h + ho) = v(h) + v(ho) = Aph + Apyho. Par conséquent,

(Antho = An)h + (Angng — Ang)ho =0

Puisque la famille est libre, on en déduit que Ap4n, = Ap et Appny = Ang, €t donc Ay = Apy, .

e Deuxiéme cas, supposons que (h, hg) soit liée. Puisque hg est non nul, il existe u tel que h = phg. Mais
alors
v(h) = po(ho) = pAngho = Apgh

Finalement, dans tous les cas il existe un scalaire A = A\p, tel que pour tout vecteur h, v(h) = Ah. Par
conséquent, v est une homothétie. La réciproque est claire.

Les cas n = 2 et a = 0 ont déja été résolus. On suppose donc que n > 3 et a # 0.

Pour déterminer la dimension de F,, on va chercher un isomorphisme avec un espace vectoriel dont on
connait la dimension. Et pour cela, on va se servir de la question précédente : Si on n’a pas de a, alors f est
une homothétie : Il existe A € K tel que f(x) = Az. Dans le cas présent, on va donc chercher a exprimer f
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sous la forme d’une homothétie et d’une petite perturbation faisant intervenir a : On va chercher f(x) sous
la forme f(z) = Az + 0(x)a avec 6 une forme linéaire.
Remarquons que si f s’écrit sous cette forme, (z, f(z),a) sont bien str liés. Réciproquement :
Soit ¢ une forme linéaire telle que p(a) = 1 et H = Kerp 'hyperplan associé. On note p la projection sur
H, parallélement a Vect(a) :

p(z) =z — p(x)a
Pour tout x € E, Vect(p(z), p(f(x)),a) = Vect(p(x), p(f(z)))® Vect(a) est de dimension au moins 2 (car a #
0). Or, on vérifie que Vect(p(x), p(f(x)),a) C Vect(x, f(z),a) qui est de dimension au plus 2 par hypothése
sur f. Par un argument de dimension, on en déduit que Vect(z, f(x),a) = Vect(p(z), p(f(x))) ® Vect(a) et
est de dimension 2. On en déduit que pour tout = € E, la famille (p(z), p(f(z))) est liée. En particulier,
pour tout h € H, la famille (h,p(f(h))) est liée. D’aprés la question précédente, on dispose de A € K tel
que

Vh e H, p(f(h)) = M
ie
Vh € H, f(h) = A+ o(f(h))a
Soit & présent x € E = H @ Vect(a). x = x — p(z)a + ¢(z)a. On a donc

f(z)

fle(@)a+z —p(z)a)

(x)f(a) + Az — p(x)a) + o(f(z) — p(z) f(a))a
(@) f(a) + Az = Ap(z)a + o (f(z))a — p(x)e(f(a))a
(x)f(a) + Az + ¢ (x)a

14
14
14

Ou on a posé ¥(z) = Ap(z) + o(f(z)) — o(z)p(f(a)). ¥ est une forme linéaire.
Pour conclure, il suffit de prouver que f(a) est colinéaire a a.
Soit b un vecteur indépendant de a.
e La famille (b, f(b),a) est liée donc f(b) € Vect(a,b).
e La famille (a + b, f(a +b),a) est liee donc f(a) + f(b) € Vect(a + b,a) = Vect(a,b).
On en déduit que f(a) = f(a) + f(b) — f(b) € Vect(a,b).
Soit ¢ ¢ Vect(a,b). C’est possible, car n > 3. Par le méme raisonnement, on en déduit que f(a) € Vect(a, ¢).

Par conséquent :
f(a) € Vect(a,b) N Vect(a, c¢) = Vect(a)

On dispose de p € K tel que f(a) = pa et par conséquent, pour tout = € F,

f(@) = Az + p(x)pa + P(z)a = Az + 0(z)a

0(z) = pp(x) + ()

éfinit une forme linéaire.
K xE* — F,

Finalement, on a I'isomorphisme : { (\O) > Nidg + ab

D’ou
dim(F,) = dim(K x E*) = dim(K) + dim(E*) =n+1

Exercice 1.2: Inverse d’un co6té
Soit F un espace vectoriel et f, g deux endomorphismes tels que f o g = idg.

1. On suppose que F est de dimension finie. Montrer que f est un isomorphisme.

2. On ne fait plus d’hypothéses sur la dimension de E.
a) Montrer que Ker(g o f) = Ker(f), puis Im(g o f) = Im(g).
b) En déduire que E = Ker(f) ® Im(g).

3. Donner un exemple ou ni f ni g ne sont des applications bijectives. Expliciter Ker(f),Im(g) et go f.

Solution Ex. 1.2



6 CHAPITRE 1. ALGEBRE LINEAIRE DE BASE

1. e Premiére méthode Supposons dans un premier temps qu’il existe un endomorphisme h tel que
ho f =1idg. Alors, en composant & droite par g on a

hofog=g=holdg=g9g=h=g.
11 suffit donc de prouver 'existence d’un tel h. Pour cela, introduisons ’application

[ L(E) — L(E)
QP'{ h — hof

C’est une application linéaire entre deux espace de méme dimension finie, et nous souhaitons prouver
que idg € Im(p). Il suffit de prouver qu’en réalité elle est surjective. Par le théoréme du rang, il suffit
de prouver qu’elle est injective. Soit donc h € Ker(y).

hof=0=hofog=0=hoidg=0=h=0
D’ou Ker(p) = {0}. Le résultat suit.

e Deuxiéme méthode Puisqu’on est en dimension finie, on peut utiliser le déterminant : det(f o g) =
det(idg) = 1 d’une part, et d’autre part det(f o g) = det(f)det(g). Par conséquent, det(f) # 0 et f
est donc un isomorphisme.

2. a) e On a clairement Ker(f) C Ker(g o f). Prouvons l'inclusion réciproque. Soit x € Ker(g o f).

f@) = (feog)(f(x)) =f((go f)(x)) = f(0)=0
D’ou I'égalité recherchée.
e De méme, Im(go f) C Im(g). Soit € Im(g). On dispose de y € E tel que z = g(y). Or, y = fog(y)
d’out
z=g(y)=gofogly) = (g0 f)(9(y)) € Im(go f).
D’ou I’égalité recherchée.

b) (go f)2=gofogof=goidgof=gofdoncgo f est un projecteur. En particulier,

E =Ker(go f) & Im(g o f) = Ker(f) & Im(g).

3. Tl est nécessaire de se placer en dimension infinie. Considérons F l’espace des suites réelles, et soit f
Popérateur de décalage vers la gauche défini par

f’{< ) o (e

Uy, Uty...) > (Ug,...

f posséde clairement un inverse a droite : L’opérateur de décalage vers la droite défini par

) E — K
g: (Uo,ul,...) »—>(0,u0,u1,...)
Pourtant, f n’est pas injectif : Ker(f) = {(u0,0,0,...) | up € R}. On a de plus Im(g) = {u | up = 0} et

0 Sin=0

U, Sinon

(9o fw)n = {

Exercice 1.3: Projecteurs de méme noyau
Soit F un espace vectoriel, et p, ¢ deux endomorphismes de F.

1. On suppose que p et ¢ sont deux projecteurs de méme noyau. Montrer alors que pog=pet gop=q.
2. Réciproquement, on suppose que pog=pet gop =gq.

a) Montrer que p et ¢ sont des projecteurs.

b) Montrer que p et ¢ ont méme noyau.

Solution Ex. 1.3



1. Puisque ¢ est un projecteur, on a la décomposition en somme directe
E = Ker(q) ¢ Im(q).

Soit x =z, + x4 € E avec xy, € Ker(q) et x4 € Im(q).
o Alors d’une part, ¢(z) = g(z4) = z, puisque ¢ est un projecteur et z, € Im(q), d’ou pg(z) = p(x,).
e D’autre part, Ker(p) = Ker(q) donc p(z) = p(z,) = pg(z).

De méme pour 'autre égalité.

2. a) p® = (pq)(pq) = p(qp)q = pg*® = pq = p et de méme ¢> = q. Donc p et ¢ sont bien des projecteurs.
b) Soit = € ker(p). q(x) = gp(z) = ¢(0) = 0 donc x € ker(q). L’autre sens se fait de la méme fagon.

Exercice 1.4: Noyaux itérés
Soit E un espace vectoriel, et © un endomorphisme de E.

1. Mountrer que la suite des noyaux itérés (Ker(u™)) est croissante pour l'inclusion.
2. Montrer que la suite des images itérées (Im(u™)) est décroissante pour 'inclusion.
3. Etablir I'équivalence entre Ker(u) = Ker(u?) et Im(u) N Ker(u) = {0}.

4. Etablir ’équivalence entre Im(u) = Im(u?) et E = Ker(u) + Im(u).

Solution Ex. 1.4

1. Soit n € N. Pour tout = € Ker(u"), u"*!(z) = u(u"™(x)) = u(0) = 0 donc = € Ker(u"*1). Par conséquent,
Ker(u™) C Ker(u"1).

2. Soit n € N. Pour tout y € Im(u™*!), on dispose de = € E tel que y = u""!(z) = u"(u(x)) € Im(u™). Par
conséquent, Im(u™ ) C Im(u™).
3. e (=) Soit y € Im(u) N Ker(u). On dispose de © € E tel que y = u(x) et u(y) = 0. Par conséquent,
u?(x) = 0 ie z € Ker(u?) = Ker(u) donc y = u(x) = 0. Par conséquent, Im(u) N Ker(u) = {0}.

e (<) Soit z € E. On va raisonner par équivalences :

x € Ker(u?) < u?(z) =0
< u(r) € Im(u) NKer(u)
S u(z)=0
<z € Ker(u)
Par conséquent, Ker(u?) = Ker(u).
4. e (=) Soit z € E. Alors, u(x) € Im(u) = Im(u?). On dispose de y € E tel que u(z) = u?(y) ie

u(z —u(y)) =0, ie © — u(y) € Ker(u). Alors, z = = — u(y) + u(y) € Ker(u) + Im(u). Par conséquent,
E C Ker(u) + Im(u) et Pautre inclusion est évidente.

e (<) On sait déja que Im(u?) C Im(u). Soit z € Im(u). On dispose de 2’ € E tel que z = u(z’). Soit
y € Ker(u) et z € Im(u) tels que 2’ = y + u(z). Alors u(x) = u(y) + u?(z) = v?(z) € Im(u?). Par
conséquent Im(u) C Im(u?) d’otu le résultat.

Exercice 1.5: (Mines) Rang d’une matrice a coefficients entiers
Soit M € M, (Z).

1. Comparer le rang de M dans C, dans R, dans Q.

2. Que se passe-t-il si 'on voit M comme une matrice a coeflicients dans dans Z/pZ avec p premier ?

Solution Ex. 1.5

1. On utilise que le rang de M est le plus grand entier r pour lequel il existe une matrice extraite de M
inversible de taille r x r. Par conséquent, on a

rgc(M) =rgr(M) = rgo(M).
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2. e On note M la réduction de M modulo p. Soit rp le rang de M, et soit A une matrice extraite de M,
inversible et de taille 7, x rp,. Elle correspond & une matrice A de méme taille, et extraite de M. Alors,

det(A) # 0. Or, det(A) = det(A). Donc det(A) # 0. En particulier, det(A) # 0 et A est inversible. Par
conséquent, 7, < rgg(M).

e En considérant la matrice M = pI,,, on a M = 0 donc en particulier r, = 0 mais rgg(M) = n, donc
cette inégalité peut ne pas étre une égalité.

Exercice 1.6: Rang d’un projecteur
Soit E un R—espace vectoriel, et p un projecteur de F.

1. Mountrer que rang(p) = Tr(p).

2. Bonus : Si E est un Z/pZ espace vectoriel, est-ce toujours vrai ?

Solution Ex. 1.6

1. Soit r := rang(p). Comme p est un projecteur, on a la décomposition en somme directe E = Ker(p) ®Im(p).

Dans une base adaptée & cette décomposition, la matrice de p s’écrit par blocs ou A est la

0 O

0 A
matrice de 'endomorphisme induit par p sur son image. Puisque c’est un projecteur, A = I,.. Par suite,
r=Tr(A) =Tr(p).

2. Bonus : Il faut essayer de voir ou on utilise une propriété de R. Tout reste vrai jusqu’a ’écriture de la
matrice de p dans une base adaptée a la décomposition en somme directe. La ot le bat blesse, c’est que
dans le cas des matrices a coefficients dans Z/pZ, la trace de 'identité peut-étre nulle! En effet,

Tr(I;)=r modp

donc est nulle si p divise r! Il faut donc faire attention lorsque ’on travaille avec des corps de caractéristique
non nulle.

Exercice 1.7: Matrices réelles sembables sur C
Soient M et N dans M,,(R). On suppose qu’elles sont semblables dans M,,(C). Montrer qu’elles sont semblables
dans M, (R).

Solution Ex. 1.7
On dispose de P € GL,(C) telle que N = P"'MP, ie PN = MP. Ecrivons P = Q + iR avec Q, R € M,,(R).
On a donc
ON +iRN = MQ +iMR

et en identifiant partie réelle et imaginaire, il vient
QN =M@ et RN=MR (1.3a)

Si l'une des deux matrices ) ou R est inversible, alors M et N sont bien semblables dans M,,(R). Sinon, pour
t € C, posons P, = QQ +tR. La condition 1.3a donne que pour tout t € C, PN = M P;. 1l suffit donc de trouver un
t € R tel que P; soit inversible pour conclure. Introduisons alors la fonction ¢ : ¢ — det(P;). Elle est polynomiale en
t, et non identiquement nulle puisque par hypothése ¢(i) = det(P) # 0. Par conséquent, elle ne peut pas s’annuler
sur R tout entier et on dispose de ¢y € R tel que det(P;,) # 0 ie P, est inversible. D’ou le résultat.

Exercice 1.8: (Un peu plus difficile) Condition pour que rang(f) < rang(g)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soit f, g deux endomorphismes de E.
1. Montrer que Im(f) C Im(g) ssi il existe v € L(E) tel que f = gowv.
2. Montrer que rang(f) < rang(g) ssi il existe v € GL(E) et v € L(E) tels que uo f = gow.

Solution Ex. 1.8
On note n := dim(E).

1. e = Si € Im(f) alors on dispose de y tel que x = f(y) = g(v(y)) donc = € Im(g) d’otu le résultat.



o <= Soit p := rang(f). Soit (ep+1,. .., e,) une base de ker(f), complétée en £ := (e1,...,€p, €pt1,...,€n)
une base de E. Alors (f(e1),..., f(ep)) est une base de Im(f). Comme Im(f) C Im(g), pour tout ¢ < p
on dispose de u; tel que f(e;) = g(u;). On définit alors v linéaire par son action sur la base & :

_J uy Pouri=1,...,p
U(ez)_{o Pouri=p+1,...,n

Alors v vérifie :

N g(u;) = f(e;)) Pouri=1,...,p
90”(61)'_{9(0):0 Pouri=p+1,...,nie e; € ker(f)
D’ou le résultat.

2. L’idée est de se ramener dans le cas précédent. En effet, si u,v vérifient ¢a, alors Im(u o f) C Im(g).
11 suffit de trouver un automorphisme w qui envoie I'image de f sur un sous-espace vectoriel de Im(g).

Ceci est toujours possible : On note p := rang(f) et ¢ := rang(g) avec p < g. Soit (e1,...,e,) une
base de Im(f) complétée en ¢ = (e1,...,€p,€pt1,...,€,) base de E. De méme, on considére &, :=
(E1y- 1 EpyEptls---1Eq,Eqtly-- -+ En) base de Im(g) complétée en une base de E. On définit alors u comme

l’automorphisme qui envoie & sur &,.

Exercice 1.9: (CCP) Exercice 62 de la banque 2020
Soit E un espace vectoriel sur R ou C. Soit f € L(E) tel que f2 — f —2Id = 0.

1. Prouver que f est bijectif et exprimer f~! en fonction de f.
2. Prouver que E = Ker(f + Id) ® Ker(f — 2Id).
3. Oun suppose a présent que F est de dimension finie. Prouver que Im(f + Id) = Ker(f — 2Id).

Solution Ex. 1.9

1. f est linéaire donc :

fZ—f—QId=O<:>fo(f—Id):2Id<:>fo%(f—ld)=ld

1
donc f posséde un inverse a droite 5( f—1Id). On vérifie (Le faire!) que c’est aussi un inverse a gauche. Par
1
conséquent, f est inversible, donc bijectif, et f~1 = i(f — Id).

2. On utilise le lemme des noyaux : Soit P = X? — X — 2 = (X + 1)(X — 2). Comme les deux facteurs sont
premiers entre eux, le lemme des noyaux donne

Ker(P(f)) = Ker(f + Id) & Ker(f — 2Id).

Or, par hypothése, P(f) =0, donc Ker(p(f)) = E. D’ou le résultat.
Remarque : On peut aussi démontrer ce résultat ¢ la main par analyse-synthése.

3. e Prouvons que Im(f+1d) C Ker(f—2Id). Soit y € Im(f+1d). On disposede z € E tel que y = f(z)+=.
Alors (f — 21d)(y) = f2(x) + f(2) — 2f(x) — 20 = f*(x) — f(x) — 22 = 0.
e Pour l'inclusion réciproque, on va utiliser un argument de dimension. Par la question précédente,
dim(E) = dim(Ker(f + Id)) + dim(Ker(f — 21d))
D’autre part, le théoréme du rang donne
dim(FE) = dim(Ker(f + Id)) + dim(Im(f + Id))

On en déduit que
dim(Im(f + Id)) = dim(Ker(f 4 21d))

d’ot1 I'égalité.

Exercice 1.10: (Mines) Rang d’une matrice antisymétrique
Soit A une matrice antisymétrique réelle.
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1. Montrer que KerA et ImA sont supplémentaires.

2. Montrer que le rang de A est pair.

Solution Ex. 1.10

1. L’idée est que les matrices antisymétriques sont (tout comme les matrices symétriques) liées & une struc-
ture euclidienne. Il est donc assez naturel d’utiliser ’orthogonalité pour établir que ces deux espaces sont
supplémentaires (orthogonaux).

On munit ’espace des matrices colonnes du produit scalaire usuel. On a les équivalences

X eKer(A) & VY eR"YAX =0 VY e R" ('Y AX) =0
SVY eR" —'XAY =0 VY € R"(X,AY) =0
ie
Ker(A) = Im(A)*

En particulier, Ker(A) et Im(A) sont supplémentaires (orthogonaux).

2. Soit a 'endomorphisme canoniquement attaché a a, et soit b 'endomorphisme induit par a sur Im(a). C’est
un isomorphisme de Im(a), et antisymétrique pour la restriction & Im(a) du produit scalaire. Soit B la
matrice de b dans une base orthonormée de Im(A). Alors det(B) # 0 et B est une matrice antisymétrique
réelle donc {B) = —B. Ainsi,

det(B) = det('B) = det(—B) = (—1)"9 det(B)

et par suite rg(A) est pair!



Chapitre 2

Réduction

Exercice 2.1: Calcul des puissances d’une matrice
On pose

2 1 1
A=11 2 1
1 1 2
Calculer A™.

Solution Ex. 2.1

11 1
On calcule x4 = (X —1)2(X —4). 4 est valeur propre simple. A—I = [1 1 1| estderang 1, donc Ker(A—1)
1 1 1
est de dimension 2. On en déduit que A est diagonalisable, avec valeurs propres {1,4}. On peut donc écrire
A=PDP!
010
avec P inversible,et D=0 1 0]. Alors,
0 0 4
A" = pp"pt
et
01 0
D=0 1 0
0 0 4m
Soit @, le polynome interpolateur tel que @, (1) =1 et Q,(4) = 4™. Alors, A™ = @, (4).
On calcule
4" —1
Q,=1+ (X -1)
don 4m —1 4 —4m
A= _"A4+ "],
3 + 3

Exercice 2.2: GL,(C) est dense dans M,,(C)
Montrer que GL,(C) est dense dans M, (C), autrement dit que toute matrice complexe est limite d’une suite
de matrices inversibles.

Solution Ex. 2.2

Soit M € M, (C). Posons M,, := M —27". Alors M,, — M. Par ailleurs, M n’a qu'un nombre fini de valeurs
propres. On en déduit qu’a partir d’un certain rang, 2= ¢ Sp(M) et donc M,, est inversible. D’ou le résultat.

11
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Exercice 2.3: Sous groupe abélien fini de GL,(C)

Soit G un sous groupe abélien fini de GL,,(C). Montrer que toutes les matrices de G sont co-diagonalisables.

Solution Ex. 2.3

D’aprés le théoréme de Lagrange, l'ordre de toute matrice de G divise |G|. En particulier, pour toute matrice
M € G, MGl = I,,. Par conséquent, le polynéme X!GI — I,, annule toutes les matrices de G. Or, il est scindé a
racines simples. Par conséquent toutes les matrices de G sont diagonalisables. Comme G est abélien, les matrices
commutent deux & deux. Elles sont donc co-diagonalisables.

Exercice 2.4: Matrice de Matrices
On pose K =R ou C. Soit A € M,,(K), et posons B := (

et suffisante sur A pour que B soit diagonalisable.

A A

0 A) € Moy, (K). Donner une condition nécessaire

Solution Ex. 2.4
On va étudier la forme de P(B) pour P € K[X]. Par récurrence on montre que pour tout entier naturel k,

AR Ak
k _
o= (b )

et par conséquent pour tout polynéme P € K[X], on a

P(A) AP'(A)
P(B):< 0 P(A))

e Supposons que B est diagonalisable. Alors on dispose de P scindé a racines simples tel que P(B) = 0.
D’aprés le calcul précédent, P et X P’ annulent aussi A. Comme P est scindé a racines simples, A est donc
diagonalisable. Par ailleurs, P et P’ n’ont aucune racine complexe commune, donc sont premiers entre eux
dans C[X] : D’aprés le théoréme de Bezout, on dispose de U,V € C[X] tels que

UP+VP =1

et par conséquent
U(A)P(A) +V(A)P'(A) = I,.

Puisque P(A) = 0 on a donc
V(AP (A) =1,
et donc P’(A) est inversible. En particulier,

AP'(A)=0= A=0.

e Réciproquement, si A = 0, on a bien que B = 0 est diagonalisable.

Exercice 2.5: Matrices nilpotentes
Soit A € M,,(C). On dit qu’elle est nilpotente s’il existe & € N tel que A* = 0.

1. Prouver que A est nilpotente ssi ses valeurs propres sont toutes nulles.

2. Prouver que A est nilpotente ssi
Vp € N*, Tr(AP) = 0.

Solution Ex. 2.5
1. e = On dispose d'un entier naturel k tel que A¥ = 0. Par conséquent, p4 divise X* et est donc de la
forme X! avec 1 <1 < k. En particulier, Sp(A) = {0}.
o <= Si Sp(A) = {0} alors x4 = X™. Par le théoréme de Cayley-Hamilton, x4(A) = 0 ie A” = 0. Par
conséquent, A est nilpotente.
On remarque au passage qu’une matrice A est nilpotente ssi A™ = 0.
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2. e = Si A est nilpotente, on a vu que ses valeurs propres sont toutes nulles. Par ailleurs, C est algé-

briquement clos, donc A est trigonalisable : A est semblable & une matrice triangulaire strictement
0 *

supérieure B de la forme B = . Pour tout p € N*, BP est encore de cette forme, donc
(0) 0

Tr(B?P) = 0. Puisque la trace est un invariant de similitude, on en déduit que Tr(AP) = 0 pour tout

p e N*.

e < Supposons que pour tout p € N*, Tr(AP) = 0. Prouvons que A est nilpotente. A est trigonalisable,
done Tr(AP) = 3"\ cgp(ay A’ = 0. Soit 7 := [Sp(A)[. En prenant les traces de A” pour 1 <1 < r on
définit un systéme de r équations qui peut s’écrire comme

Ao A 1 0

AL AT 1 0
en particulier, la matrice associée n’est pas inversible. Or, son déterminant vaut

A1 A Vandermonde(Aq, . .., Ay)

0 x
0 A)°
A’ vérifie encore Tr(A?) = 0 pour tout p. Par récurrence, toutes les valeurs propres de A’ sont nulles,
et par conséquent toutes les valeurs propres de A sont nulles. Donc A est nilpotente.

et est nul ssi un certain \; est nul. Par suite, A est semblable & une matrice de la forme u

Exercice 2.6: Projecteur de trace nulle.
Déterminer les matrices M € M,,(R) telles que M? = M et Tr(M) = 0.

Solution Ex. 2.6

Soit M une telle matrice. M2 = M donc le polynome X? — X = X (X — 1) est scindé a racines simples et
annule M. Par conséquent, M est diagonalisable, et de plus ses valeurs propres sont 0 ou 1. Comme Tr(M) =
0= > respan A = {A € Sp(M) | A = 1}| on en déduit que toutes les valeurs propres de M sont nulles. Par
conséquent, M est diagonalisable avec 0 pour seule valeur propre : M est donc la matrice nulle.

Exercice 2.7: Equation de sylvester
Soient A et B dans M,,(C).

1. Supposons que x4 et xp soient premiers entre eux. Montrer que xp(A) est inversible.
2. Soit C' € M,,(C). A quelle condition 'équation

AX-XB=C
a-t-elle une solution X € M,,(C)?
Solution Ex. 2.7
1. Par le théoréme de Bézout, on dispose de U,V € C[X] tels que
xaU +xsV =1

On a donc
XA(A)U(A) +xp(A)V(A) = I,.

Puisque xa(A) = 0 d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, on en déduit que
xB(A)V(A) = In,

et par conséquent yp(A) est inversible.
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M,(C) — M,(C)

X — AX — XB
Le probléme se raméne a trouver une CNS sur A et B pour que ¢ soit surjectif. Puisqu’on est en dimension
finie, ceci est équivalent & prouver qu’il est injectif (donc un isomorphisme). En particulier, si ’équation
amet une solution, elle est nécessairement unique. Montrons que I’équation a une (unique) solution ssi A et
B n’ont aucune valeur propre en commun.

2. Introduisons ’endomorphisme ¢ :

e < Supposons que A et B n’ont aucune valeur propre en commun, et soit X € Ker(y). Alors AX = XB
et par une récurrence immédiate, pour tout entier k, A*X = XB*. On en déduit que pour tout
polynome P, P(A)X = XP(B). En particulier, xp(4)X = Xxp(B) = 0 et donc X € Ker(xp(A)).
Or, la condition sur les spectres donne que x4 et xp sont premiers entre eux. D’aprés la question
précédente, xg(A) est inversible. On en déduit que X = 0. Par conséquent, ¢ est injectif, donc
surjectif et ’équation admet une unique solution.

e = Pour ce sens, raisonnons par contraposée, et supposons que A et B ont une valeur propre A en
commun. On va alors prouver que @ n’est pas injectif en construisant X non nulle dans son noyau.
L’idéal serait si AX = AX et XB = AX. La premiére égalité a lieu si toutes les colonnes de X sont des
vecteurs propres de A pour A\, et la deuxiéme égalité a lieu si toutes les lignes de X sont des vecteurs
propres de B pour A. Pour fabriquer une telle matrice, il suffit de prendre Y un vecteur propre de A
pour ), Z un vecteur propre de B pour ) et de poser X = Y'Z. De plus, X est non nul car son terme
général est y;z;. Comme Y et Z sont des vecteurs propres, ils ne sont pas nuls et par conséquent il
existe au moins deux indices 7 et j tels que y;2; # 0.

Exercice 2.8: Topologie et classes de similitude
1. Soit A une matrice complexe. Montrer que Sim(A) := {PAP~!|P € GL,(C)} est connexe par arcs.
2. Soit A une matrice complexe. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si Sim(A) est fermée.

Solution Ex. 2.8

1. GI,(C) est connexe par arcs et application P+ PAP~! est continue, d’image Sim(A). Donc Sim(A) est
connexe par arcs en tant qu’image d’un connexe par arcs par une application continue.

2. = Soit (A,) une suite d’éléments de Sim(A). On note A,, := P, AP, et on suppose qu’il existe M €
M,,(C) telle que A,, — M. On va montrer que M est encore semblable & A. Pour cela, on va prouver
que M est diagonalisable, avec les mémes valeurs propres que A. Il suffit pour cela de prouver que M
est diagonalisable et a le méme polynéme caractéristique que A.

e Pour tout n, A, est diagonalisable, et son polynéme minimal est w4, qui est scindé a racines
simples. Alors p4(A4,) = 0 pour tout n. Par passage a la limite, et par continuité de p4, on en
déduit que pa(M) = 0, en particulier M est annulée par un polynoéme scindé & racines simples,
donc M est diagonalisable.

o Les coeflicients du polynéme caractéristique sont des fonctions continues. On en déduit que x4, —
xum- Or, xa, = xa. Par conséquent, xp = xa.

< Réciproquement, on suppose que Sim(A) est fermée. Montrons que A est diagonalisable. Remarquons
tout d’abord que A est trigonalisable : On dispose de T' triangulaire supérieure, et P inversible telles
que A = PTP~'. L’idée est de perturber les coefficients hors diagonaux de T jusqu’a les rendre trés
petits. Pour tout réel § > 0 posons

1 0 0
Ds — 0 ¢
0
0 0 577,—1
Alors
ti1 Ot12 ... (Sn_ltln
Ts = Dy 'TDs = 0 e

: 6tn71,n71
0o ... 0 ton
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Les coefficients hors diagonaux tendent tous vers 0 avec ¢. Par suite,

tii 0 ... 0
Ty »p.=| 0 o
: . -0
0 ... 0 0

Or, pour tout d, Ts est semblable & T, donc & A, ie pour tout §, Ts € Sim(A). Par fermeture, on en
déduit que D € Sim(A), ie A est diagonalisable.

Exercice 2.9: Existence du corps de décomposition et trigonalisation
Soit K un corps, et P € K[X] un polynone unitaire irréductible de degré n.

0 0 - - 0 —ag
1 —aq
n—1 O .. .. . .
1. On note P = X™ + Z a; X", et on pose C(P) := ’ ' ’ ’ la matrice compagnon
i=0 | :
. . 0 —Qp—2
0 -+ - 0 1 —ay_

associée. Montrer que xc(p)y = P.
2. Soit A € M,,(K), et soit M € K[A] une matrice non nulle. Prouver qu'’il existe R € K[X| de degré au plus
n—1 tel que M = R(A).
3. Soit A € M,,(K) telle que son polyndme caractéristique soit irréductible. Montrer que K[A] est un corps.
4. Montrer que K[A] admet une copie isomorphe a K.

5. En déduire que pour tout polyndéme P € K[X], il existe une extension L/K dans laquelle P admet une
racine.

6. Montrer par récurrence que pour tout polyndéme P € K[X] il existe une extension M /K dans laquelle P
est scindé.

7. Conclure que pour tout A € M, (K) il existe une extension M/K telle que A soit trigonalisable dans

Solution Ex. 2.9

1. Notons A(ag, . ..,a,—1)(X) le polynéme caractéristique d’une telle matrice, et calculons-le en développant
par rapport & la premiére colonne

Alag,...,an—1) = (—1)"(=XA(a1,...,a4n,-1)(X) + (=1)"ag) = ap + XA(a1,...,a,-1)(X)
Par récurrence, A(ag,...,a,-1)(X) =P
2. Soit A une telle matrice. Soit M € K[A]. On dispose de QK[X] tel que M = Q(A). Par division euclidienne,
on dispose de R, S tels que Q@ = x4S+ R et deg(R) < n. Par ailleurs,le théoréme de Cayley-Hamilton donne
xa(A) = 0. Par conséquent, M = Q(A) = R(A).
3. Soit M = R(A) € K[A] non nulle. Comme x4 est irréductible, R et x4 sont premiers entre eux. Par le
théoréme de Bézout, on dispose de U,V € K[X] tels que Uxa + VR = 1. Par conséquent

U(A)xa(A) + V(A R(A) = I
et par le théoréme de Cayley-Hamilton,
V(AM = 1,.
Autrement dit, M est inversible dans K[A]. Donc K[A] est un corps.
4. A tout k € K, on peut associer kI,, = k(A) ot k est vu comme un polynome constant. Par conséquent, K
s’identifie & KI,, dans K[A].
5. Soit P € K[X]. Si P admet une racine dans K, c’est bon. Sinon, quitte & décomposer P en produit de
facteurs irréductibles, on peut supposer que P est irréductible. D’aprés la premiére question, P(C(P)) = 0,

et d’apreés la question précédente, K[C(P)] est une extension de corps de K. On vient donc de trouver une
racine de P dans une extension.
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6. Il existe une extension dans laquelle P admet une racine. On factorise par (X — a) et on récurre.

7. Soit A € M, (K). 1l existe une extension M/K dans laquelle x 4 est scindé. Par conséquent, A est trigona-
lisable dans M.

Exercice 2.10: Trigonalisation simultanée
1. Soient A, B € M, (C) telles que AB — BA = B. Montrer que B est nilpotente.

2. Soient A, B € M, (C) telles qu’il existe A\, u € C vérifiant AB — BA = A\A + uB. Montrer que A et B ont
un vecteur propre commun, puis qu’elles sont simultanément trigonalisables.

Solution Ex. 2.10
1. On calcule les puissances de B a partir de la relation AB — BA = B. En multipliant & droite on a
AB? — BAB = B? et en multipliant & gauche on a BAB — B?A = B?. Par conséquent, AB? — B2A = 2B2.
Montrons par récurrence sur k > 1 que AB¥ — B¥A = kB*. C’est vu pour k = 1 ou k = 2. Supposons k > 3
et le résultat vrai au rang k£ — 1. On a par hypothése de récurrence

AB* — B*A = (AB*"' — B¥"1A)B + B*"1(AB — BA)
= (k—1)B* + B* = kB*

Considérons alors I’endomorphime

f Mp(C) — M,(C)
‘P‘{ M =AM — MA

Le calcul précédent montre que pour tout k € N*, ¢(B¥) = kB*, en particulier, pour tout k tel que B* # 0,
B* est un vecteur propre de ¢ associé & la valeur propre k. Puisque ¢ n’a qu'un nombre fini de valeurs
propres, on en déduit qu’a partir d’un certain rang B¥ = 0 ie B est nilpotente.

2. SiA=p=0, Aet B commutent et donc sont cotrigonalisables. On suppose donc que (A, u) # (0,0), et par
symétrie on peut supposer p # 0. Il suffit de prouver que A et B ont un vecteur propre en commun, on conclut
par récurrence sur la dimension. Pour cela, on va utiliser la question précédente. Posons B’ := \A + uB.
Alors

AB' — B'A=uB'.

1
La question précédente appliquée & —A et B’ montre que B’ est nilpotente. En particulier, elle n’est pas

inversible. Par ailleurs, si X € Ker(B'), BAX = —uB’X = 0 donc Ker(B’) est stable par A. Comme C est
algébriquement clos, la restriction de A a Ker(B’) admet une valeur propre a. Soit X un vecteur propre
associé. X € Ker(B') donc

AMX +pBX =0
ie

adX +uBX =0
ou encore

BX:—)\—aX.
"

Par conséquent, X est un vecteur propre commun a A et B.



Chapitre 3

Exponentielle de Matrice

Exercice 3.1: Connexité de GL,,(C).
On admet que

] Ma(C) = GL,(C)
exp : { M : exp(M)

est surjective. Montrer que GL,,(C) est connexe par arcs.

Solution Ex. 3.1
Soit M, N € GL,(C). On va tracer un chemin continu 7 entre M et N dans GL,(C). Par surjectivité de
Pexponentielle de matrices, on dispose de A, B telles que M = exp(A) et N = exp(B). Posons

[ ]0,1] = GL,(C)
v { t — exp((1 —t)A+tB)

Alors, v est bien définie, a valeurs dans GL,,(C) (On rappelle que det(exp(M)) = eT"M) =£ (), est continue par
composition d’applications continues. Enfin, v(0) = M et v(1) = N. D’ou le résultat.

Exercice 3.2: Déterminant de ’exponentielle
1. Soit A € M,,(C). Montrer que det(exp(A)) = exp(Tr(A)).
2. Soit A € M, (R), et soit (eq,...,e,) la base canonique de R™. Pour t € R, posons yi(t) := e
Y (t) := et4. Veérifier que 1, . ..,y, sont n solutions du systéme différentiel Y/ = AY.
3. On note W(t) := det([y1,--.,yn]) = det(Y). Calculer W', et montrer que W est solution d’une équation
différentielle linéaire d’ordre 1. En déduire W.

4. Déduire de ce qui précéde que det(exp(A4)) = exp(Tr(A4)).

tAek, et

Solution Ex. 3.2

)\1 *
A2
1. A est semblable dans C & une matrice triangulaire 7' = . . Alors exp(A) est semblable a
ok
An
eM * *
et x *
exp(T) = ) . On en déduit que
ok
oA

det(A) = det(T) = [[ ™ = eXp(Z Ai) = exp(Tr(T)) = exp(Tr(A))

2. Pour tout k, yi est C et y;(t) = Aetey = Ayx(t). D'owt, Y'(t) = [Ay1(t),. .., Ayn(t)] = Aly1, ..., yn] =
AY (t).

17
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W'(t) = Zdet(yl, s Yk ey Yn) = Zdet(yl7 cos Ay oy yn) = Tr(A) det(ya, - - yn) = Tr(A)W.
k=1 k=1

On en déduit que W est solution de I’équation différentielle
y —Tr(A)y=0

d’ou

Or, W(0) = det(ey,...,e,) =1 don

4. det(exp(A)) = W(1) = T,

Exercice 3.3: L’exponentielle est un polynéme
1. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Et soit F' un sev de E. Montrer que F' est fermé.
2. Soit A € M,,(C). Déduire de la question précédente que exp(A) € C[A].

3. On suppose que A est diagonalisable avec des valeurs propres distinctes. Déterminer un polynéme Q € C[X]
tel que exp(A4) = Q(A).

Solution Ex. 3.3
1. e Méthode 1 - Soit (z,,) € F" une suite d’éléments de F. On suppose que x, — z € E. Il suffit de

prouver que x € F. Soit (eq,...,ep) une base de F. On la compléte en une base (e1,...,e,) de E. Pour
tout n € N, on décompose z,, dans cette base : z,, = (T1,n,...,%p.n,0,...,0). Or, la convergence de
(x) équivaut a la convergence composante par composante. Donc pour tout k, on dispose de zj oo € C
tel que Tgn = Tooo €6 T = (1,00, -3 Lp,oo, 0, ..,0). En particulier, z € F.
e Méthode 2 - Soit (e1,...,ep,) une base de F'. On la compléte en (e, ..., e,) une base de E. Définissons
EF —F
I’application linéaire ¢ : { 0 Sii<p
e; .
e; Sinon

¢ € L(E), et E est de dimension finie. Par conséquent ¢ est continue. Or, F' = ¢~!({0}). Donc F est
fermé comme image réciproque d’un fermé par une application continue.

e Bonus : Cas ou F est de dimension infinie. On suppose juste que F est de dimension
finie - Soit (x,) une suite d’éléments de F'. On suppose qu’il existe z € E tel que z,, — x. F est de
dimension finie, donc G := F @ vect(x) est de dimension finie. F' est un sev de dimension finie de G,
donc d’aprés le cas précédent, F' est fermé dans G. En particulier, z € F' et F est fermé dans E. Pas
besoin d’invoquer la complétude hors programme de classes préparatoires !

2. CJA] est un sous-espace vectoriel de dimension finie de M,,(C). En particulier il est fermé. Or, pour tout

AF
n €N, Z -7 € C[A]. Par passage a la limite dans un fermé, on en déduit que exp(A) € C[A].
k<n
3.0 A An} 1 de A. P = NP, P, = XN a 1
. On note {A1,...,A,} le spectre de A. Posons Q := ) . | e P; avec P; = HJ#H ors ) est le
polynome interpolateur de Lagrange de la famille (e*?) aux points ()\;), et pour tout i, Q(\;) = exp(\;).
Par conséquent, en écrivant A = P~'Diag(\1,...,A\,)P on a exp(A) = P~ 1Diag(e*,...,e )P = Q(A)

Exercice 3.4: Image de ’exponentielle
1. Soit M € M, (C). Montrer que exp(M) € GL,(C).
2. Soit M € M,,(R). On suppose qu’il existe N € M,,(R) telle que M = exp(N). Prouver que M est un carré.

-1

3. En déduire que A = ( 0

1 . .
_1> n’est pas 'exponentielle d’une matrice réelle.
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Solution Ex. 3.4
1. M et —M commutent, donc exp(M) exp(—M) = exp(M — M) = exp(0) = I,,. Par conséquent, exp(M) est
inversible et exp(M)~! = exp(—M).

N N N N
) =exp(—)exp(—=) = eXp(?)2 puisque 5 comnmute avec elle-méme. Donc

N N
2. M =exp(N) =exp(— + — 5 5

2 2
M est un carré.

2
3. e Méthode 1 - On va prouver que A n’est pas un carré. Par I'absurde, supposons que A = (CCL Z) ,

avec a, b, c,d € R. Alors,

a?+bc= -1
ab+bd= 1
ac+cd= 0
be+d?>= -1

e Sic=0, alors a2 = —1, ce qui est impossible puisque a € R.

e Si ¢ # 0, alors de ac + ¢d = 0 on déduit a = —d, puis ab+ bd = 1 donne 0 = 1 ce qui est absurde.

e Méthode 2 - On va prouver directement que A n’est pas I'image d’une exponentielle réelle : Supposons
que A = exp(M) avec M € M, (R). Alors pour tout A € Sp(M), on a exp(A) € Sp(4), et donc
exp(A) = —1. X\ est complexe, donc son conjugué A est aussi valeur propre de M. Par conséquent M

est diagonalisable. On en déduit que A = exp(M) est aussi diagonalisable. C’est absurde.

Exercice 3.5: Diagonalisation de ’exponentielle de matrice
1. Soit M € M, (R). On suppose que M est diagonalisable. Montrer que exp(M) est diagonalisable.

2. En déduire que A = <_01 _11) n’est pas 'exponentielle d’'une matrice réelle.

Solution Ex. 3.5
1. On dispose de D diagonale, et P inversible telles que M = PDP~!. Par conséquent,

exp(M) = exp(PDP™!) = Pexp(D)P™*

(Demander 'argument de continuité). Comme D est diagonale, exp(D) est aussi diagonale. Par conséquent,
exp(M) est bien diagonalisable.

2. Supposons que A = exp(M) avec M € M, (R). Alors pour tout A € Sp(M), on a exp()) € Sp(A), et donc
exp(A\) = —1. X est complexe, donc son conjugué A est aussi valeur propre de M. Par conséquent M est
diagonalisable. D’aprés la question précédente, A = exp(M) est aussi diagonalisable. C’est absurde.

Exercice 3.6: Calcul d’une exponentielle

Soit 6 € R. Posons A = (2 _09> Calculer exp(A).

Solution Ex. 3.6
On calcule les puissances successives de A :

A2 — ((13)?9% (_1?p92p>

A2p+1 B 0 (_1)p+192p+1
= \(=1)re2r+? 0
Alors N N
OOAn oo A2n A2n+1
A = _——=
exp(4) nz:% T 2 (n)l | @nr )l

On reconnait le DSE de cos(#) et sin(#). D’ou

o) = (10) s



Chapitre 4

Espaces Euclidiens et Préhilbertiens

Exercice 4.1: (Mines) Calcul de distance et polynémes
Soit n € N* et £ := R,[X]. Pour P,Q € E, on pose

+oo
(P,Q) ::/0 P(t)Q(t)e tdt

1. Justifier la définition de (,) et montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire.

2. On pose F :={P € E, X|P}. On cherche a déterminer d(1, F'). On note (Pp,...,P,) I'orthonormalisée de
Gram-Schmidt de (1, X,..., X™).
a) Montrer que F est un hyperplan.
b) Calculer P;(0)? (On pourra remarquer que (P[, P) = 0).
c) Déterminer une base de F* que I'on exprimera dans la base (Py,...,P,). En déduire d(1, F1) et
d(1,F).

Solution Ex. 4.1
1. e Pour P,QQ € E, la fonction ¢t — P(t)Q(t)e™! est définie et continue par morceau sur [0, +oo[. Par

1
ailleurs, P(1)Q(t)e™t = o <t2> donc elle est intégrable sur [0, 400 ce qui assure la bonne définition

de (,).

e (,) est clairement une forme bilinéaire symétrique positive. Par ailleurs, si (P < P) = 0 alors par
nullité de 'intégrale d’une fonction continue positive,

Vt >0, P(t)’et =0

et par suite
YVt >0,P(t)=0
On en déduit que le polynome P admet une infinité de racines, donc P = 0.
2. a) F est le noyau de la forme linéaire non nulle P — P(0) donc est un hyperplan.
b) Puisque deg P < deg Py, on a P] € vect(P,...,Py_1) et par suite (Py, P;) = 0. Par intégration par

d
parties, en remarquant que 2P} (t)Py(t) = 7 [Py (t)?], on a donc

400 1 +o0 +oo 1
0 :/ PL(t)Py(t)e tdt = {Pk(t)%t] +/ —Py(t)%e tdt
0 2 0 o 2
D’out
Pp(0)” = |[P]* =1

c) Puisque F est un hyperplan, F* est une droite vectorielle. Soit @ un vecteur directeur. On décompose
(@ dans la base des Py, :
n
Q=Y (P, Q)P

0

20



21

Par ailleurs,
(P, Q) = (Pr — Pr(0), Q)+ Pr(0)(1,Q) = Px(0)(1,Q)

cEF ert

On en déduit

k=0
De plus,
Q(0) = (1,Q)> Pu(0)®> = (n+1)(1,Q)
k=0
et donc
_ Q)
(L@ = n+1
d’on,
_ Q) ¢
0- 205 nom

En particulier,

Q(0)?
n+1

2 Q0?2 < 2
Q| ——(Hl)z;mm =

Finalement,
_ (L@ _ QO vn+l 1
=gl “ar1 Qo) ~ Vet

Enfin par le théoréme de Pythagore,
1= 1) =d(1,F)? +d(1,F*)?

Et 'on obtient
n
n+1

d(1,F*) =

Exercice 4.2: Générateurs de O, (R)
Soit n > 2, et soit E un espace euclidien de dimension n. Soit uw € O(E). On note Fiz(u) : {z € E | u(z) = x}
I’espace de ses points fixes, et soit p, :=n — dim F,.

1. Montrer que u est produit d’au plus n — p, réflexions orthogonale (qui ont pour matrice dans une base
orthonormée convenable
In—l
-1
)

2. En déduire que O(F) est engendré par les réflexions.

Solution Ex. 4.2
1.

pu =0 Alors Fiz(u) = FE et uw = Idg qui est le produit de 0 réflexions.
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pu >0 Soit x € (Fix(u))t,x # 0 et posons y := u(x) # z. L’idée, c’est de trouver un hyperplan H et
une réflexion sy par rapport a cet hyperplan qui envoie y sur z, et qui fixe les points fixes de u, de sorte
que sy o u posséde strictement plus de points fixes que u.

Sur un dessin, on voit que ’hyperplan médian entre x et y convient. Prouvons le :
Comme Fix(u) est stable par u et que u est une isométrie, (Fix(u))® est aussi stable par u. Par suite,

y € (Fiz(u))*
. Par ailleurs, ||y|| = |lu(z)|| = ||z|| et donc
(r—ylety =0

ie

r—ylz+y
Posons H := (x —y)* et soit sy la réflexion par rapport & H. Alors, sy(v—y) =y—x et sg(r+y) =x+y
donc sg(y) = x. De plus, comme z,y € (Fiz(u))*, il en est de méme pour = — y. Par suite, Fix(u) C H
et donc sy stabilise Fiz(u). On en déduit que sy o u a strictement plus de points fixes que u et donc
Dsgou < Pu. Par récurrence, il est produit d’au plus p,, — 1 réflexions, et donc u = sp o (s o u) est produit
d’au plus p,, réflexions.

Exercice 4.3: (Mines) Calcul d’un infimum
Calculer

7n::inf{jﬁlﬁ(hﬂt)—cn——bfdt@ub)e]RQ}

Solution Ex. 4.3

L’idée est de voir cet infimum comme la distance d’un vecteur & un sous-espace vectoriel de dimension finie
d’un espace préhilbertien bien choisi.

On introduit I'espace E des fonctions réelles f continues sur ]0, 1] tel que ¢ +— (¢f(t))? soit intégrable, muni du
produit scalaire

1
()= [ Eraa
Ce produit scalaire est bien défini puisque pour ¢ €]0, 1],
1 1
2 ()g(0)] < SE27()? + 5P g(0)>
Soit f :t > In(t). Alors,

m:iﬁ(éﬂﬁ@—@@fﬁ

QER, [t]

= it lf - QI

QER, 1
= d(f, Ry [t])*

Appliquons le processus de Gram-Schmidt a la base canonique (fo, f1) = (1,¢) pour obtenir une base ortho-
normée de Ry [t] pour le produit scalaire considéré.

1
e On pose go = 1. Alors ||go? = fol t2dt = 3 On pose donc hg = /3.
e On cherche g1 sous la forme g; = f1 + A\ogo et vérifiant (g1, go) = 0. On en déduit que {f1, go) + Ao{go, g0) =0

1€
_ <90a f1>
llgoll?

Ao =

Or,
1 1 1
(go,f1>:/ t2><1><tdt:/ $3dt = =
0 0 4
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d’ou 5

)\0 — _Z
et 3
Alors,

On pose donc

Le projeté orthogonal de f sur Ry[t] est donc

p(f)(t) - <f7 h0>h0 + <f7 hl>h1

Avec .
1
Jho) =V3 | Pln)dt = ———
(Foto) = V3 [ (e =~
et .
(f,h1) =4V5 [ t*In(t) (t — 3) dt = V5
o 4 12
D’ou
1 5 3 19 5
p(f)(?) —373 <t - 4) 3t
Finalement,

m = |[f =pHIZ = 1117 = (DI
par Pythagore et

2 ! 2 2 2
= t“In(t)“dt = —
17 = [ mera = 5
et )
! 19 5 31
= | Bl st) dt=
b= [ (55 +3 =
D’ou,
_ L
" 32

Exercice 4.4: Polynémes de Legendre
On munit 'espace E := C°([—1,1],R) du produit scalaire

)= | 11 fg

Pour tout n € N, on note M, (t) := (1 —t3)" = (1 —)"(1 + )" et L,(t) = My(ln)(t) le nieme polynéme de
Legendre.

1. Montrer que L,, est un polynoéme de degré n et calculer son coefficient dominant.

2. Montrer que (L) est une famille orthogonale et calculer ||L,,||.

L
3. On pose P, := ——.
([ L

a) Rappeler pourquoi (P,,) est une base orthonormée de R[X].
b) Montrer que R[X] est dense dans E pour [|.|2.
¢) En déduire que (P,) est une famille totale dans E.
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Ln(t)
[ Ln @)l

/ Pt =3 ealf)?
-1 n=0

dt. Démontrer la formule de Parseval

4. Soit f € E. On note ¢, (f) := f_ll f(t)

Solution Ex. 4.4
1. L, est la dérivée n—iéme d’un polynome de degré 2n et de coefficient dominant
de degré n. M,, = (=1)"X?" +... et pour k € [0, 2n], M = (=D)™(2n)(2n—1

—1)™ donc est un polynome
L (2n—k 1) X2 R

~—_

2n)!
en particulier, le coefficient dominant de L,, est (—=1)"(2n)(2n—1)...(n+1) = (—1)”%
2. Soit n < m. Par intégrations par parties successives, on a
1
(Lp, L) = / L, (t)L,,(t)dt
-1
! (m)
_ / Lo(t) [(1— 2] at
-1
(m-1)7"
' (m-1)
L) 1= R CICE
—— -1

1 et —1 sont racines d’ordre m

=0

_ /1 L) [ —)m] " ar

-1

=~ [ [0 -] “"‘2)}1 ot / L [ -2y ar

- —1

=0

1
- / L2 [ =)™ " at

e B TR (S0 R

Polynéme constant

On distingue alors deux cas
e Premier cas, m > n, Alors (L, L) = (—1)”L$Ln) f_ll [(1-1t%)™] (=gt =
e Deuxiéme cas, m = n, Alors (L,, L) = (—1)"L{" fil [(1—¢2)"] at.
Avec LV = (—=1)™(2n)!. On pose J, := f_ll(l — t2)ndt.

1
Jn = [t(1 - t2)”]i1 +2n/ 21—t tdt
——— — -1

1
= 2n/ (2 =14+ 1)(1 —t3)" " at

=2n {:1/1 (1 —2)"dt + /1 (1- t2)”‘1dt]
=2n [Jn_;i Jn) B

D’ou
(2n + 1>Jn =2nJ,_1
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Comme Jy = 2 on en déduit que

(2n!)?
Jp= ) g
" nr "
Par suite (20 ')2 (20 ')2
n.: n.:
L.|?=@n)J, = 2n)—— x2=~——"_x2
1Enll™ = @mtn = Gty 2o 2= Gt 1)
D’ou o
|Lnll = e x V2

V2n+1

3. a) (P,) est une famille de polynomes échelonnée en degré, donc est une base de R[X]. De plus, par la
question précédente, elle est bien orthonormée.
b) Le théoréme de Weierstrass nous donne déja un espace de fonctions dans lequel est dense R[X] :
L’espace des fonctions continues sur un segment, muni de la norme uniforme. On va se servir de ce
résultat pour établir le notre :

Soit f € E.
1 1
Hﬂ@I/}f%WﬁSWWi/IMﬁ=ﬂﬂ&

d’ou

[fllz < £l
Soit € > 0. On dispose de P € R[X] tel que

€
If = Plleo <

V2
Par suite,

If—=Plz2<e

d’ott le résultat.
¢) On a vu que (P,) était une famille orthonormée, et R[X] = vect(P,,) est dense dans E. (P,) est donc
bien une famille totale.

| rwa =
et
en(f) = (f, Pn)

est la coordonnée de f dans la BON (P,). Cette égalité est donc une application de I’égalité de Parseval-
Bessel.

Exercice 4.5: Décomposition QR
Soit A € GL,(R).

1. Montrer qu’il existe O une matrice orthogonale et T' triangulaire supérieure telle que A = OT.
2. Montrer qu’on peut choisir les coefficients diagonaux de T strictement positifs.

3. Sous I’hypothése précédente, montrer que la décomposition est unique.

4. Montrer que ’application

| On(R) x B} (R) — GL,(R)
L { (0,7) — OT

est une application continue, bijective, de réciproque continue.

Solution Ex. 4.5

Exercice 4.6: Racine carrée d’un endomorphisme symétrique positif
Soit M € S} (R). Montrer qu'’il existe S € §(R) telle que M = S2.
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Solution Ex. 4.6

Exercice 4.7: Condition nécessaire pour l’existence d’un supplémentaire orthogonal
Soit (E, () un espace préhilbertien, et V un sous-espace de E tel que

VeVt =E.

Montrer que V est fermé dans E.

Solution Ex. 4.7

On va utiliser la caractérisation séquentielle des fermés. Soit x,, une suite d’éléments de V. On suppose que
z, — = € E. On décompose = v +y avec v € V et y € VL. 1l suffit de prouver que y = 0. Par continuité,
(Tn,y) = (W+y,y) = (v,y) + (y,y) = (y,y). Or, pour tout n, x, € V, donc (z,,y) = 0 pour tout n. On en déduit
que (y,y) = 0 et par suite y = 0.

Exercice 4.8: Etude de S* et de S

On note S (resp. S;7) ’ensemble des matrices symétriques réelles dont le spectre est positif (resp. strictement
positif).

1. Montrer que S;/t est un ouvert de S, (R).

2. Montrer que S, est un fermé de S, (R).

3. Montrer que S;' est convexe.

Solution Ex. 4.8
1. On va montrer que A := S, (R) — S;'* est un fermé de S, (R). Soit (Aj une suite de matrices de A telle

que Ap — A.
Pour tout k il existe Xj # 0 et A < 0 tel que Ap Xy — A Xjk. Quitte & normer, on peut supposer que
| Xx|| = 1. Par compacité, on dispose de ¢ strictement croissante telle que X ) — X et || X[ = 1. Par
ailleurs,
1A Xo I = =Apm)
Or,
Aga(k) — A

en tant que suite extraite d’une suite convergeant vers A. Par continuité du produit matriciel et de la norme,
on en déduit que
[Ap) Xl = Ay = AX]|

Posons
ji= —||AX] <0

On va prouver que p est une valeur propre (negative) de A ce qui permettra de conclure. Or,
Aw(kixw(k) = Aw(k)f%(k)

AX nX

donc A posséde une valeur propre négative, donc A ¢ S;7 donc A € A.
Par conséquent A est fermé, ie ST est ouvert.

Lemme. Soit A € S,,(R). Alors A € S ssi pour tout X € R", XTAX > 0.
Preuve

< Soit X un vecteur propre pour A associé a la valeur propre A. Alors X7 AX = AX T X. Or par hypothése
XTAX >0, donc AXTX > 0 et puisque X # 0, XTX > 0. On en déduit que A\ > 0 et par suite
Ae St
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= Soit (F1,...,E,) une BON de vecteurs propres de A dont existence est assuré par le théoréme
spectral. On note \; la valeur propre de A associée au vecteur propre F;. Soit X € R™. X =5 X, FE;.
Alors,

T
XTAX:<ZXiEi> A ZXjEj
% J

= X:X,E] AE;
,J

= X:X;NE[E;

2,7
=> ANX7P>0

Fort de ce lemme, nous pouvons répondre a la question : Soit A — A une suite de matrice symétriques
positives convergeant vers A € S, (R). Soit X € R". Alors pour tout k, X7 A, X > 0. Par passage a la
limite dans une inégalité large, en en déduit que X7 AX >0, d'ou A € S;.

Lemme. Soit A € S,(R). Alors A € S;+ ssi pour tout X € R™ — {0}, XTAX > 0.
La preuve est similaire & la question précédente.

Soit maintenant A, B € S;' T (R), et ¢ €]0, 1. Soit X # 0.

XT(1-t)A+tB)X = (1 - t)XTAX +tXTBX >0

comme combinaison convexe de deux réels strictement positifs.

Exercice 4.9: Coréduction de matrices symétriques réelles.
Soit (A;) une famille de matrices symétriques réelles. On suppose que

V(i,5), AiA; = AjA;
Montrer qu'’il existe U € O,,(R) tel que pour tout i, OT A4;0 soit diagonale.

Solution Ex. 4.9

Pour simplifier, on va reformuler le probléme en termes d’endomorphismes. Soit £ un espace euclidien, et soit
(fi) une famille d’endomorphismes autoadjoints qui commutent deux & deux. L’objectif est de trouver une base
orthonormée de vecteurs propres communs a tous les f;. On va raisonner par récurrence sur la dimension de E :

e Pour dim(F) =1 c’est vrai : Toutes les matrices sont diagonales.

e Supposons le résultat vrai pour dim(E) <n — 1.

e ler cas : Tous les f; sont des homothéties. Alors toute BON convient.

o 2eme cas : Il existe iy tel que f;, n’est pas une homothétie. Puisque f;, est auto-adjoint, d’apres le
théoréme spectral,

E= @ LE‘/\(fio)
A

et puisque ce n’est pas une homothétie, les FE(f;,) sont tous de dimension < n — 1.

Par ailleurs, comme f; et f;, commutent, tout espace stable par f;, est stable par f;. C’est en particulier
le cas pour les sous-espaces propres. Pour chaque A € Sp(f;,), notons f; x U'induit de f; sur Ex(f;,).
Alors, f;  est toujours autoadjoint (pour la restriction du produit scalaire) et f; xf;x = fjxfix pour
tout (i, 7).

Par hypothése de récurrence appliquée & Ex(fi,), il existe une BON By commune de diagonalisation
des fix.

Alors, la concaténation B = Uy B) est une BON de E formée de vecteurs propres communs a tous les

fi-
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Exercice 4.10: Inégalité de Hadamard
Soit (x1,...,2,) une famille de vecteurs de R”. On note £ = (ey, ..., e,) la base canonique de R™.

1. Montrer que

n
dete(z1,.. ., 2n)| < [ llall.
=1

2. Déterminer les cas d’égalité.

Solution Ex. 4.10

1. e Si la famille (x4, ..., 2,) est liée, le déterminant est nul et I'inégalité est vraie.
e Sinon, (z1,...,2,) forme une base de R™. Considérons (u1, ..., u,) Porthonormalisée de Gram-Schmidt
de (z1,...,2,), et notons U la matrice dont les colonnes sont les u;. C’est la matrice de passage d’une
base orthonormeée (€) a une autre (). Par conséquent, |det(U)| = 1.
D’autre part, notons P la matrice de passage de la base (u1,...,un) & (z1,...,2,), c'est & dire la
matrice de (z1,...,2,) dans la base (ug,...,u,). Puisqu’elle est orthonormée, la coordonée de x;
selon u; est exactement (x;,u;). Or, par construction, pour tout i, vect(u1, ..., u;) = vect(xy,...,x;)

donc P est triangulaire supérieure.
Par ailleurs, les formules de changement de bases donnent :

T = P’U,k

Par conséquent, M = PU, d’out
det(M) = det(P) x det(U)

puis
n
|dete(z1,...,x,)| = |det(M)| = | det(P)| = H [{zi, us)|
i=1
Or, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, |(z;, ;)| < ||zi||||wi]| = ||z:|| d’ou
n
|d€tg(.’131, s ,l‘n)| < H ||le
i=1
2. e Si la famille (z1,...,z,) est liée, on a I’égalité si et seulement si I'un des vecteurs xj, est nul.

e Si la famille est libre, on a ’égalité ssi on a égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour tout k, ie
ssi x est colinéaire a wuy. Ceci n’arrive que lorsque la famille (x1,...,x,) est orthogonale.

Exercice 4.11: Matrice de produit scalaire

Soit E un espace euclidien de dimension n et soit £ = (ey,...,e,) une base de E. Soit ¢ un produit scalaire
sur E. On appelle matrice de ¢ dans la base £ la matrice P telle que P(i,7) = ¢(i,4). Clest a dire la matrice de
Gram associée au produit scalaire (.

Soit M € M,,(R). Montrer que s’équivalent :

(1) M est une matrice de produit scalaire.
(2) 1l existe A € GL,(R) telle que M = AT A.

(3) M est symétrique réelle, et son spectre est strictement positif.

Solution Ex. 4.11

(1) = (2) 1l existe une base (ey,...,e,) de E telle que M = Gy(eq,...,ey,). Soit B une BON quelconque de E (par
exemple orthonormalisée de GS pour le produit scalaire ¢). Posons A = Mat(&, B)

Alors,

n

e = Z (e, br)by

k=1
et
A(i,j) = Sp(bi’ ej)'
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Posons B = AT A. Alors

B(i, j) AT (i, k) A(k, 5)

M=

~
Il
-

M=

A(k, i) A(k, )

=~
Il
—

M=

@bk, €:)p(br, €5)

e
I
-

= QO(Z 30(62'7 bk)bk» ej)
k=1

= ‘P(eiv ej)
= M(i, j)

Donc M = AT A, et A est la matrice de passage de B a &£, c’est donc bien une matrice inversible.

(2) = (1) Posons ¢(x,y) = XTATAY . Alors p(e;,e;) = EFME; = M(i, j). Vérifions que c’est bien un produit scalaire
sur I :

e  est clairement bilinéaire.

e Symétrie :
o(X,Y) = o(X, V)T = (XATAY)T = YTATAX = o(X,Y)

P(X,X) = XTATAX = (AX)"(AX) =) (AX)} <0
et
Pp(X, X)=0A4AX=0X=0
car A est inversible.

(2) = (3) Si M = AT A alors M est symétrique réelle, donc diagonalisable et son spectre est réel d’aprés le théoréme
spectral. Soit A € Sp(M) et X # 0 tel que MX = AX. Alors

e D’une part XTMX = AXTX est du signe de A
e Et d’autre part XTMX = (AX)T(AX) est strictement positif.

On en déduit que A > 0.

(3) = (2) Réciproquement, si M est une matrice SDP, soit U orthogonale et D = diag(\1,...,\,) diagonale telle
que M = UTDU. Les \; sont tous strictement positifs. Notons A := Diag(y/(A1),...,1/(An)). Alors A est
diagonale, inversible et ATA = A2 = D. D’ou

M =UTATAU = (AU)T(AU)

et AU est inversible comme produit de deux matrices inversibles.



Chapitre 5

Calcul Différentiel

Exercice 5.1: Quelques calculs de différentielles (Mise en bouche)

1. Soit f: RP — R™. On dit que f est une application affine lorsqu’il existe u € R™ tel que f — u soit linéaire.
Montrer que f est différentiable et calculer sa différentielle en tout point.

2. Soit A une matrice symétrique réelle. Pour X € R”, on pose f(X) = XTAX. Montrer que f est différen-
tiable, et calculer sa différentielle en tout point. Quel est son gradient ?

Solution Ex. 5.1
1. Posons g(x) := f(x) — u. Par hypotheése, g € L(RP,R™). Alors pour tout (a, h),
fla+h)=gla+h)+u=g(a)+g(h)+u=fla)+g(h)
g est appelé la partie linéaire de f. On en déduit donc que
fla+h) = f(a) = g(h) = g(h) + o(h)

donc f est différentiable en a et df (a) = g.

2. f(X+H)=(X+HTAX+H)=XTAX + HTAX + XTAH + HTAH
Comme A est symétrique, XTAH = XTATH = (AX)TH = (AX, H) et puisque c’est un réel, il est aussi
égal a sa transposée. Donc XTAH = HT AX. Par conséquent,

f(X+H)=f(X)+2(AX,H)+ (H,AH)

e H— 2(AX, H) est linéaire.
o Par Cauchy-Schwarz, |(H, AH)| < | H|||AH| < ||A[[||H]* = O(| H|*) = o(|H]])
Donc f est bien différentiable, df (X)(H) = 2(AX, H) et Vf(X) = 2AX.

Exercice 5.2: Fonctions a—homogénes.

Solution Ex. 5.2
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Chapitre 6

Probabilités

Exercice 6.1: Théoréme de Borel-Cantelli

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q,T,P) et a valeurs dans N. Soit (A4,,) une
suite de parties de N. On pose B, := (X € A,,). On définit lim sup B,, comme P'événement « X appartient & une
infinité de A,, » et liminf B,, comme ’événement « X appartient a tous les B,, a partir d’un certain rang ».

1. Montrer que limsup B,, et liminf B,, sont bien des événements en les exprimant & ’aide d’union et d’inter-
sections de B,,.
2. On suppose que la série de terme général P(B,,) converge. Prouver que P(limsup B,,) = 0.

3. On suppose a présent que les B,, sont des événements mutuellement indépendants, et que Z P(B,,) = +oc.

neN
Montrer que P(limsup B,,) = 1.

Solution Ex. 6.1

1. Arriver un nombre infini de fois signifie qu’a tout moment, un événement plus loin est vérifié. En particulier,
X appartient & une infinité de B,, ssi pour tout k il existe n > k tel que X € B,,. On en déduit que

limsup B,, = m U B,,.

keNn>k

De méme, X appartient a tous les B,, & partir d’un certain rang ssi il existe k € N tel que pour tout n > k,

X € B,. On a donc
liminf B,, = U ﬂ B,
keNn>k

En particulier, lim sup B,, et liminf B,, sont bien des événements.
2. Pour tout k € N, limsup B,, C {J,,~, B donc

P(limsup B,) < P(|J B.) <) P(By)
n>k n>k

A droite, on a le reste d’une série divergente, qui tend donc vers 0 quand k — co. Le membre de gauche ne
dépend pas de k. D’oit le résultat.

3. On passe au complémentaire :

limsup B,, = U n B,, = liminf B,,
keNn>k

Soit k£ € N. On fixe p > k. Alors

P<mBn>=H<1—P<Bn>)

n=k n=k

On utilise I'inégalité de convexité 1 — x < e~® donc 1 — P(B,,) < e F(B») d’on

P
o () cosiaren

n==k

31
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A k fixé, on fait tendre p vers +oo. Par hypothése de divergence de la série, le membre de droite tend vers
0.
D’ou

Par ailleurs,

définit une suite décroissante d’événements, et donc par le théoréme de la limite décroissante,

P(A,) = P(() Ap) =P (ﬁo B—n)
n=~k

peEN

Finalement, pour tout k£ € N,

Enfin,

P(UNT)<xr(nm) -0

kENn>k kEN n>k

Exercice 6.2: Exo 98 (CCP)

Alice effectue, une premiére fois, un appel téléphonique vers n correspondants distincts. On suppose que les n
appels constituent n expériences indépendantes et que, pour chaque appel, la probabilité d’obtenir le correspondant
demandé est p. Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de correspondants obtenus.

1. Donner la loi de X. Justifier.

2. Alice rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des n — X correspondants qu’elle n’a pas
pu joindre au cours de la premiére série d’appels. On note Y la variable aléatoire représentant le nombre
de personnes jointes au cours de la seconde série d’appels.

a) Soit 7 € {0,...,n}. Déterminer, pour k e NP(Y =k | X =1).
b) Prouver que Z := X 4+ Y suit une loi binomiale dont on déterminera le paramétre.
¢) Déterminer Pespérance et la variance de Z.

Solution Ex. 6.2

Exercice 6.3: Une caractérisation de ’espérance
Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N. Montrer que

E(X) = iop(x > n)
n=0

Solution Ex. 6.3 N
(o)
On décompose I'événement (X >n) =| |-, (X = k). Posons § := Z P(X > n). Alors

n=0
+oo
S=> > P(X =k
n=0k>n

C’est une somme a termes positifs, donc par le théroéme de Fubini-positif on peut inverser les deux sommes.
Pour trouver les bonnes bornes sans se tromper, on utilise I'astuce des fonctions indicatrices :
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DY PX =k =) Y PX=klsn=3_ > PX =k, = ZZP

neNk>n neNkeN keENneN keENn=0

Le terme général est indépendant de n, on a donc

S=) PX = Zl—ZkIP’X k) =E(X)

keN keN

Exercice 6.4: Inégalité Maximale de Kolmogorov
Soient Y7,...,Y, des variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes, centrées, admettant chacune un
moment d’ordre 2. Pour k € {1,...,n} soit
k
U=,
=1

On fixe o € RY. Pour k € N*, soient Ay et By les événements

Solution Ex. 6.4

Exercice 6.5: (Navale) Loi géométrique
Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de paramétre p €]0, 1[. Pour
k € N*, calculer
P(X > kY)

Solution Ex. 6.5
La famille des (Y = n) avec n € N* est un systéme complet d’événements et donc par le théoréme des
probabilités totales

+oo
P(X > kY) =Y P(X >kY |Y =n)P(Y =n)
n=1
Or,
> = > =
B(X > KY |V = n) P(X > kY)Y =n) _P(X >kn,Y =n) _B(X > kn)

P(Y =n) P(Y =n)

ou l'on a utilisé I'indépendance de X et Y dans la derniére égalité.
Or, X suit la loi géométrique de paramétre p donc

+o0 400
P(X>kn)= > P(X=m)= Y pl-p™'=p Z m_ (1 pykn-t
m=kn m=kn m=kn—1
On en déduit donc
o0
P(X >kY)=)Y (1-p)f"'1-p"'p=
n=1

Exercice 6.6: Loi du nombre d’orbite d’une permutation aléatoire
On consideére le groupe symétrique S,, muni de la probabilité uniforme. Soit X la variable aléatoire qui & une
permutation o associe son nombre d’orbites.

1. Pour k € {1,...,n}, on pose m, i le nombre de permutations o € S,, ayant k orbites. Calculer 7,41 en
fonction de m, ;1 et m, .
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n P/
2. On considére le polynéme P, := Z P(X = k)T". Calculer P—"
k=1 "

3. En déduire E(X).

Solution Ex. 6.6

1. Soit o € 5,11 une permutation & k orbites.

e Premier cas o(n + 1) = n + 1. Alors o se comporte comme une permutation de {1,...,n} a k—1
orbites. Il y a m, r—1 telles permutations.

e Deuxiéme cas o(n+1) = j <n+ 1. n+ 1 est dans une orbite de 0. On va construire a partir de o
une permutation ¢’ de S,, dont on va savoir calculer le nombre d’orbites. Pour cela, on pose ¢/ = o
sur les autres orbites. Pour l'orbite de n + 1, on suit le cycle, et on le court-circuite : Soit p le plus
petit entier tel que o?(n + 1) = n+ 1. On pose alors o/ (j) = o(j),...,0P71(j) = P~ (o(n+ 1)) = j.
On a alors défini de maniére univoque une permutation o’ de S,,, a k orbites.

Comme il y a n possibilités pour j, il y a nm, ;. telles permutations.
D’ou,

Tn+1,k = Tn,k—1 + NTn, k

1 n+1

y; n+1 — Tn41 kz k
| § : s
(n+1)! =

1 n+1 n+1
_ k k
BRCE] (Z T T 0y s T )
k=1 k=1

1 - n
= m Z 7Tn,ka+1 + mpn aveC Tp 0 = Mp,nt+1 = 0
" k=0

1 - n
= T i T" P,
(n+1)! I;ﬂ-’k +n+1

n+T
(n+1)""

d’ou

—-1+T
pn:upn_l
n

m—1+T)(n—-2+4+T)

- n(n—1) Pr—s

(n=14+T)(n—-2+T)---(1+T)T

= Pl
n!
T(T+1)---(T+n-1)
n!
d’ou la dérivée logarithmique
/ n—1
n o__ 1
P, — T+ k
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Exercice 6.7: Loi zeta
On note (py) la suite strictement croissante des nombres premiers. On munit (N*) de la tribu P(N*). Soit

a>1.

1.

1 1
On pose P({n}) = RO Montrer qu’on définit ainsi une probabilité sur (N*, P(N*)) telle que pour tout
1
n € N*, P(nN*) = —
n

Soit (ng)kgen+ une suite d’entiers deux a deux premiers entre eux. Montrer que la famille (n,N*) est formeée
d’événements mutuellement indépendants.

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* qui suit la loi P. On pose B,, :=(,_; (X ¢ pxN*). Montrer
1
que P(B,) - —

((a)
En dédui L ﬁ (1 L )
n déduire que —— = - —
Cla) 2 Py
1
On rappelle que ((a)— + oo lorsque o — 1 1. En déduire que la famille (p) n’est pas sommable.
n neN*

Solution Ex. 6.7

1.

2.

3.

On définit P comme une mesure, et elle est bien de poids 1. C’est donc une probabilité. Soit n € N*.
nN* = | |72 {nk} d’on

R N SR §
P(’ILN ) - Z <(Ot) noko - ne

Soit J C N* un sous ensemble fini.

T e m g N* & VE € J ngl|x
keJ

& H nk|x puisqu’ils sont premiers entre eux
keJ

- <’Enk> N*

d’oll

() (nN*) = <H nk> N*

keJ keJ

et

P([) (niN")) = ((an>N*> H— I1 P (N

keJ keJ keJ keJ

La suite (B;,) est une suite décroissante d’événements, donc

#(n=)

Or, X € ,en+ Bn ssi X n’est divisible par aucun nombre premier ssi X = 1. On en déduit que

L

B(Bn) + P(X = 1) = 75

1
1. La série harmonique diverge, donc pour tout A on peut trouver n tel que >_7_ % > A. Par continuité de la fonction s — >0 T

1

1
il existe so tel que > 4 e > A pour s €]1, so[. Par monotonie, on a alors ((s) > A pour s €]1, so[



36 CHAPITRE 6. PROBABILITES

4. Posons Ay := (X € ppN*). D’aprés la question 2, les événements (Ax) sont mutuellement indépendants.
Donc leurs complémentaires aussi et par conséquent

]P(Bn) = H IP(X ¢ pkN*) = H(l _ ]PJ(X c pkN*)) _ H <1 . 1a>
k=1 k=1

De la question précédente, on déduit finalement que

(1) -eoon- b

(o7
k=1 P

5. On passe au logarithme (par un argument de continuité, on peut le faire directement dans le produit infini,
mais pour éviter les ennuis on le fait dans le produit fini) :

~log (;ﬁl (1 - ;;;)) . zi:log (1 - p%) — log(¢(a)

Or, a > 1 donc

On en déduit que
00 1
((a) < — log (1 — )
() ; >
pour tout a > 1, donc en faisant tendre o vers 17 on en déduit la divergence de la série de terme général

1 1 1
—log (1 — > Or, —log <1 - ) ~ — donc par un théoréme de comparaison des séries a termes
Dk Pk Dk

positifs, la série de terme général — est aussi divergente. Par conséquent, la famille n’est pas sommable.
Pk

Exercice 6.8: Matrice de Covariance
Soit X1,...,X, des variables aléatoires discrétes réelles. On appelle matrice de covariance de la famille
(X1,...,X,) la matrice
Y= (CO’U(XZ‘,X]‘»

1. Montrer que ¥ est diagonalisable avec des valeurs propres réelles positives.

2. Quand sont-elles toutes strictement positives ?

Solution Ex. 6.8

1. ¥ est une matrice symétrique réelle. Soit C := (a1,...,a,)" un vecteur réel. Alors :

CTsC = Z a;a;Cov(X;, X;) = Cov Zain‘7 Zanj =Var(a1 X1+ -+ a,X,) <0
i=1 j=1

i,j=1

Donc X € S;F(R). D’apres le théoréme spectal, 3 est donc bien diagonalisable, et ses valeurs propres sont
positives.

2. Soit C un vecteur propre de ¥ associé¢ & une valeur propre A > 0. On pose X = (Xi,...,X,)T Alors
CTYC = Var(CTX) = M|C||? donc X # 0 ssi Var(CTX) > 0, ssi CT X n’est pas une variable aléatoire
presque stirement constante.

On en déduit que X est définie positive ssi il n’existe aucune relation affine presque siire entre les composantes
de X.

Exercice 6.9: Probabilités sur le groupe symétrique
Soit o, une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur le groupe symétrique S,,.
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1. Soit A une partie de {1,...,n} de cardinal k € {0,...,n}.
a) Calculer P(0,(A4) = A).

b) Pour k € {0,...,n} soit nx(c) le nombre de parties de cardinal k stables par sigma. Soit N* la variable
aléatoire ny(c,). Calculer E(NF)
¢) Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de parties de {1,...,n} stables par o,. Déterminer

I’espérance de X.
2. Pour m € {1,...,n} soit A7 I'événement « o, est un cycle de longueur m ».

a) Soit m € N* fixé. Pour n > m calculer P(A}) et en donner un équivalent lorsque n tend vers +oo.

b) Soit ! € N fixé. Donner un équivalent de P(A?, ;) lorsque n tend vers +oo.
¢) Donner un équivalent, lorsque n tend vers +oo de P (|, _, A%).

Solution Ex. 6.9

1. a) Onnote A = {ay,...,a,}. Une permutation o € S, laisse A stable ssi o réalise une permutation de A
et une permutation de A. Il y a donc k!(n — k)! telles permutations et on en déduit que

Plo(4) = 4) = BB _ L

n! (%)
b) Soit P, 'ensemble des parties de {1,...,n} a k éléments. Alors

Nk = Z 1y, (4)=2
AEPy i

d’ott par linéarité de I'espérance,

E(NS) = > E(lo,a)=a)= Y Plon(A) = A)

AEPy i AEPy i
On en déduit finalement que

1
E(Ny) = 7y =1

AEPn,k (k)

c)
X =) N}
k=0

d’out
E(X)=)Y E(N})=n+1

k=0

2. a) un m—cycle est donné par le choix de son support qui est un ensemble de cardinal m. Il y a (::1) choix
possibles pour le support. Pour chaque choix de support, il y a m! permutations possibles. Or, deux

m!
permutations circulaires du support donnent la méme permutation. Il y a donc —(7’;) =(m— 1)'(:1)

m

On en déduit que

n!
n (m-1)—
N (m —1)!(, ml(n —m)! 1
Pldn) = n! g B n!( k- m(n —m)!

On rappelle la formule de Stirling :

n
n! ~v2mn (ﬁ)
e

D’ou
n—m

e

m+/2m(n —m)(n —m)n—m

P(A7,) ~

Par ailleurs,
2r(n —m) ~ V2mn



38 CHAPITRE 6. PROBABILITES

et
n —m
(n _ m)n—m — (n _ m)n(n _ m)—m =n" (1 _ @) n-m (1 _ m)
n n

—3e—m —1

d’oll
(n—m)l ~nte ™
Finalement
en—m ennm—l/Q

P(A7,) ~

~Y
my/2mnnte " mMn—m my/2mn™

b) D’aprés la question précédente,

n n n 1 n! 1
p<L|A;>: PAL) = 0 el = 2 Gt
e m=0

m=1 m=1
Posons
+oo 1
S(n) = Z mﬂmgn—1
m=0
Alors

+o00 1 n—1 1
Or, S(n—l):Z:;olfm(n) ol
fnln) = 1
m —(n_m)(m_l)‘ m<n—1
Pour tout n € N* | ()] < —— done | ffloo < —
ur tout n m\N)| S ————— 11 mlloo > 73y
(m —1)! (m—1)!

Par suite, > f,, converge normalement, donc uniformément, sur N*. De plus, & m fixé, f,,(n) — 0
donc par le théoréme de la double limite pour les séries de fonctions,

—+o0
S(n—1)— Y 0=0
m=1

(U)-

Exercice 6.10: Somme aléatoire de variables aléatoires

1. Soit (X1,...,X,) une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes. On pose S := Y 1_; Xj.
Calculer Gg(2) la fonction génératrice de S.

Finalement, nS(n) — e et donc

Slo

2. Application : Soit X ~ P(\) et Y ~ P(u) deux variables aléatoires indépendantes. Montrer que X +Y ~

PA+ ).
Soit N une variable aléatoire discréte a valeurs dans N* et soit (Xj)g>1 une suite de variables aléatoires a
valeurs dans N. On suppose que la famille (N, X1, X5,...) est formée de variables aléatoires mutuellement

indépendantes. Posons S := Z,Ivvzl X
3. Montrer que S est une variable aléatoire discréte a valeurs dans N.
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4. Calculer Gg(z) la fonction génératrice de S.

5. On suppose désormais que les X; sont toutes de méme loi, d’espérance finie, et que N est aussi d’espérance
finie. Montrer que S est d’espérance finie et calculer E(S).

Solution Ex. 6.10

1. On fait le calcul, on trouve que la la fonction génératrice de la somme est le produit des fonctions génératrices.

2. On rappelle que la fonction génératrice d’une loi de Poisson de paramétre A est G(z) = A== Alors
Gx4iy(2) = Gx(2)Gy (2) = EDenz=1) = (OHmGE=1) — @, (2)

ou Z ~ PN+ p).
3. Soit a € N. Alors,

Or, N et les Xy, sont des variables aléatoires, donc (N =n) et (3_,_, X = a) sont des événements. On en
déduit que (S = a) est un événement, comme union d’intersections d’événements.

P(S = a) = Z]P’(N:n,zn:Xk :a> =) PN =n)P (iXk:a>
k=1 k=1

n>1 n>1

en utilisant I'indépendance dans la derniére égalité. On en déduit que

P(S=a)=)» P(N=n) > PXi=iy...,Xn=1ip,)

n>1 i1+ tin=a
=Y P(N=n) > PXi=i).. .P(X,=ip)
n>1 11+ F+ip=a

en utilisant encore 'indépendance mutuelle.
On en déduit finalement que

Gs(z) =) P(S=a)z"=> Y > PN=nPX;=i).. .P(X,=i,)"

a€N aeENn>1414--+in=a

5. Dans le cas particulier ou toutes les X; sont de méme loi, on peut simplifier ’expression précédente. Soit
X une variable aléatoire de méme loi que les Xj :

aEanlilJl‘"‘Jrin:a

On utilise encore 'indicatrice :

Gs(z) =Y > > P(N=n)PX =iy)z" ... P(X =ip)2" Li, 4ti,—a

aeNn>141,...,0n

S P(N=n) Y = PX=i)". PX =iz

n>1 (21,5e0yin ) ENT
= SRV = n)(Gx(2)"
n>1

Pour écrire cela, il faut encore vérifier que c’est bien défini. Or, si |z| < 1, on a bien |Gx(z)| <1 et donc la
composition est licite sur le disque unité :

GS:GNOGX

Finalement, E(S) = G4(1) = G% (1) x G (Gx (1)) = E(X) x G\ (1) = E(X)E(N) et donc S admet bien

une espérance finie.
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Exercice 6.11: Une inégalité de concentration
Soit X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Rademacher. On pose

Sp=X1+--+ X,

1. Soit A € R. Prouver que ch(}) < e**/2
2. Soit A\, > 0. Montrer que

3. En déduire que pour a > 0,

Solution Ex. 6.11

1. On développe en série entiére :

o0 )\271

ch(\) =
|
= (2n)!

et
o 2n
A2 _ A

€ 2nn

n=0

11 suffit de montrer que pour tout entier naturel n on a (2n)! > 2"nl. Pour n = 0 c’est évident, et pour

2n)! 1 2 2
n>1, (2n) _ntl nte = > 1 ce qui permet de conclure.
2nnl 2 2 2

2. Soit A > 0.

(Sn > oz) = (Sp > na) = (e} > e2m9)

n

puisque t — e est une application strictement croissante.

On applique I'inégalité de Markov & la variable aléatoire Y = e :

]E(e)‘s")

P (esn > ena) S eAna

3. Puisque les variables X; sont mutuellement indépendantes, il en va de méme pour les e*X et par conséquent

n n

A e\ "
E(e*Sn) = E(He)\xi) — HIE(@AX"') = (4_2) =ch(\)"

i=1 i=1
On en déduit que
S —Ana n —Ana _nA?/2
Pl—>a]<e ch(A\)" <e e
n
Puisque le membre de gauche ne dépend pas de A > 0, on peut obtimiser en A, la valeur optimale est
atteinte pour A = « (calcul de dérivées etc). On en déduit donc que

P <Sn > Oé> < efna26na2/2 _ efnoz2/2
n



Chapitre 7

Suites et séries de fonctions

Exercice 7.1: Critére de Cauchy uniforme et critére d’Abel
Soit E un espace vectoriel normé. Soit (u,) une suite d’éléments de E. On dit que (u,) est de Cauchy lorsque

Ve > 03N € NVp,q > N |up, —uq| < ¢

1. Soit (uy) une suite de E, convergente. Montrer que (uy,) est de Cauchy.
Si la réciproque est vraie, ie toute suite de Cauchy de E est convergente dans F, on dit que E est un espace
complet.
2. Soit (uy) une suite de Cauchy de E. Montrer que si elle admet au moins une valeur d’adhérence, alors elle
converge.
3. a) Soit (uy) une suite de Cauchy de R. Montrer qu’elle est bornée.
b) En déduire que R est complet.
A présent, on note E := C([0,1],R) ensemble des fonctions continues de [0,1] dans R muni de ||
la norme uniforme. On dit que la suite de fonctions (f,) est uniformément de Cauchy sur I = [0, 1]
lorsque :
Ve > 03N e NVp,g > NV € I|f,(x) — fp(z)| <e

4. Soit (f,,) une suite de fonctions de I a valeurs dans R. Montrer que (f,,) converge uniformément sur I si et
seulement si (f,,) est uniformément de Cauchy sur 1.
On appelle ce résultat le critére de Cauchy uniforme.

5. En déduire que F est complet.
Soit (f,) une suite de fonctions continues sur I. On dit que la série (> f,,) est uniformément de Cauchy
sur I lorsque

Ve > 03dN e NYN<p < gVz e I|fp(z)+ for1(x)+ -+ fy(z)| <e

6. Soit (f,,) une suite de fonctions continues sur I. Montrer que la série de fonctions (3 f,,) converge unifor-
mément sur [ ssi elle est uniformément de Cauchy.

7. Prouver le critére d’Abel uniforme :
Soient (ay,) et (vy,) deux suites de fonctions continues sur I et & valeurs dans R. On pose f, (2) := an(2)v, ().
On suppose que

1. (an) est une suite décroissante de fonctions positives sur I, ie Va € I,a,(z) < apt1(z), et quielle
converge uniformément vers 0.

2. (vp) est une suite de fonctions vérifiant : 3A > 0Vn € NVx € T'|vg(z) + -+ vp(2)| < A

Alors (> fr) converge uniformément sur I.

8. Montre que la suite de fonctions de ton exo vérifie le critére d’Abel uniforme.
Bonus :

9. Soit E un R—espace vectoriel normé de dimension finie. Montrer que E est complet.
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10. Soit E un R—evn de dimension quelconque. Montrer que E est complet si et seulement si toute série de E
normalement convergente est convergente.

11. Méditer, prendre du recul, et en pratique si jamais t’as besoin d’utiliser les suites de Cauchy en exo, tu
peux utiliser le critére ci-dessus, qui lui est au programme pour les espaces vectoriels de dimension finie, et
pour l'espace des fonctions continues sur un compact ;).

Solution Ex. 7.1



Chapitre 8

Arithmétique et théorie des nombres

Exercice 8.1: (ENS) Nombre de solutions d’une équation polynomiale

Soit p un nombre premier, p > 3, et soit n € N*. Fixons ay,...,a, € N, rq,...,r, € N\{0,1} et posons
mn
- Fy — IFpn .
(1, @n) = D> 4

Soit N le nombre de solutions de I’équation F'(x1,...,x,) = 0. Montrer que

N = pn—l + ;1) Z ﬁ Z Cai-’”y” s ol C = 62;77

Solution Ex. 8.1
Notons E := {z € (F,)" | F(z) = 0} 'ensemble des solutions de I’équations. On a alors N = #FE par définition.
En partitionnant par les singletons, on a

N= Y lpw-o (8.1)

z€(Fp)™

2inx

Pour x € F), posons ¥(z) := (" =€ » . ¥ ne dépend pas du représentant choisi pour la classe de = donc ¥
est bien définie.
On a alors le lemme suivant :

Lemme. Soit a € F,. Alors

> W(az) = p x Lo—o. (8.2)

z€lF,

Démonstration.

e Sia=0 alors ¥(ax) =1 quel que soit € F,, et donc ZIEFP U(azx) = ZmeFP 1=np.

e Sinon, a est inversible, et donc I'application x — ax est une permutation de IF,,. Par conséquent,
Z U(az) = Z U(u) =0
z€F, u€clF,

puisqu’il s’agit de la somme des p racines p-iémes de 'unité.

Finalement,

Z\Il(ax)Z{ poSa=0 ity

0 Sinon
z€lF,
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D’aprés 8.2 et le lemme précédent, on a donc

px N = Z P X Lp@)—o = Z Z U (F(z)y). (8.3)

€ (Fp)" w€(Fy)" yeF,

On décompose selon la valeur de y :

o Siy=0alors > cp o V(F(@)Y) =X pem,)» 1 =p"
e Sinon,

U(F(x)y) = Z & > ax

z€(Fp)™ zE(Fp)m
() . (e

3ot YD g

z, €F,

M

I
o
8
=
=
5

ou 'on a pu factoriser puisque chaque facteur ne dépendait que d’un seul z;.

Finalement,

pxv =+ Y (T2 e
i=1

yelry

ou encore

N

r L (T 3 e

p yeFy \i=1 \z€F,
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